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Alapvet6 egyenlétlenségek

Bernoulli egyenl6tlenség

Minden h > —1-re és n € N-re igaz, hogy

(1+h)">14nh
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Alapvet6 egyenlétlenségek

Bernoulli egyenl6tlenség
Minden h > —1-re és n € N-re igaz, hogy
(1+h)">14nh

A bizonyitas teljes indukciéval torténik. Ha n = 1 akkor az egyenlGtlenség
trividlisan teljesiil. Most tegyiik fel, hogy K € N-re igaz az allitas. Ekkor
K + 1-re:

(L+mK =@+ K@ +hn) > 1+ Kh(1+h) =
=1+ Kh+h+Kh>1+(K+1)h

A (*) egyenl6tlenség az indukciés feltételbdl és abbdl kovetkezik, hogy
(14 h) > 0. Tehat minden n € N-re igaz. |
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Alapvetd egyenlGtlenségek: n < 2"

Legyen n egy pozitiv természetes szam, ekkor

2" > n.
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Alapvetd egyenlGtlenségek: n < 2"

Legyen n egy pozitiv természetes szam, ekkor
2" > n.
Ez a Bernoulli egyenl6tlenségbdl kdvetkezik. Legyen az elébbi h = 1 ekkor

(14+1)">14+n-1=n+1>n
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Alapvet6 egyenlétlenségek

Alapveté egyenlé6tlenségek: haromszog
egyenlGtlenség

Legyenek a és b tetszéleges valds szamok, ekkor a (mar szerepelt)
|+ b| < [a] + [b|

egyenlGtlenséget nevezik haromszog egyenlStlenségnek.
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Alapvet6 egyenlétlenségek

Alapveté egyenlé6tlenségek: haromszog
egyenlGtlenség

Legyenek a és b tetszéleges valds szamok, ekkor a (mar szerepelt)
|+ b| < [a] + [b|

egyenlGtlenséget nevezik haromszog egyenlStlenségnek.

Az allitas példaul a és b elGjele szerinti esetekre bontassal igazolhatd.
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Alapvet6 egyenlétlenségek

Alapvetd egyenlStlenségek - Szamtani-mértani

Legyenek ay, az, ..., ay nemnegativ valés szamok. Ekkor a mértani
kézeplik legfeljebb annyi lehet, mint a szamtani kézepiik, azaz

ar+a+...an
"’alag...aNg N
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Alapvet6 egyenlétlenségek

Alapvetd egyenlStlenségek - Szamtani-mértani

Legyenek ay, az, ..., ay nemnegativ valés szamok. Ekkor a mértani
kézeplik legfeljebb annyi lehet, mint a szamtani kézepiik, azaz

ar+a+...an
"’alag...aNg N

Az egyenl6tlenséget teljes indukcidval lehet bizonyitani, méghozza nem
egyszerlien.
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Példa a hasznalatukra

Példa az egyenl6tlenségek alkalmazasara

Allitas: Az e, = (1 + %)n sorozat korlatos és monoton né.

Nagy Noémi Alapvetd egyenlGtlenségek, Részsorozat, N 2022/2023 §sz 6/23



Példa a hasznalatukra

Példa az egyenl6tlenségek alkalmazasara

Allitas: Az e, = (1 + %)n sorozat korlatos és monoton né.

El6szor azt bizonyitjuk, hogy monoton né. Az n-edik tag felirhaté agy is

mint: i N
(1+1> :<n+1) :1‘n+1n—|—1”'n+1
n n n n n
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Példa a hasznalatukra

Példa az egyenl6tlenségek alkalmazasara

Allitas: Az e, = (1 + %)n sorozat korlatos és monoton né.

El6szor azt bizonyitjuk, hogy monoton né. Az n-edik tag felirhaté agy is

mint: i N
(1+1> :(n+1> :1‘n+1n+1”'n+1
n n n n n

. 1+1 n_n+</1'n+1n+l n+1
n) n n " n

Azaz a fenti kifejezés felfoghaté n+ 1 darab szam mértani kdzepének.

Innen:
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Példa a hasznalatukra

Példa az egyenl6tlenségek alkalmazasara

Allitas: Az e, = (1 + %)n sorozat korlatos és monoton né.

El6szor azt bizonyitjuk, hogy monoton né. Az n-edik tag felirhaté agy is

mint: i N
(1+1> :(n+1> :1‘n+1n+1”'n+1
n n n n n

. 1+1 n_n+</1'n+1n+l n+1
n) n n " n

Azaz a fenti kifejezés felfoghaté n+ 1 darab szam mértani kdzepének.
Ugyanezen szamok szamtani kdzepe:

Innen:

1+ ol 4l 1 4p41 1
n+1 n+1 n+1
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Példa a hasznalatukra

Példa az egyenlé6tlenségek alkalmazasara Ii

A szdmtani és mértani kdzép kozotti egyenlbtlenség miatt:

1\" 1
e <1+> <l+——-:-.
n n+1
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Példa a hasznalatukra

Példa az egyenlé6tlenségek alkalmazasara Ii

A szdmtani és mértani kdzép kozotti egyenlbtlenség miatt:

1\" 1
e <1+> <l+——-:-.
n n+1

Mindkét oldalt n 4+ 1-edik hatvanyra emelve:

1 n 1 n+1
(1+3) = (raa)
n n+1

ami mutatja, hogy a sorozat monoton né.
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Példa a hasznalatukra

Példa az egyenlé6tlenségek alkalmazasara lli

A korlatossag bizonyitasa:

Hasonloképp az elébbiekhez:
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Példa a hasznalatukra

Példa az egyenlé6tlenségek alkalmazasara lli

A korlatossag bizonyitasa:
Hasonloképp az elébbiekhez:

n+1 n+1
e

n+z/ 1+ n+§/11n+1n+1 ntl
n

ami megint mértani kozepnek foghaté fel.

&=
N
=
+
S|+
~
3
Il
N —
N —

Ebbél:
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Példa a hasznalatukra

Példa az egyenlé6tlenségek alkalmazasara lli

A korlatossag bizonyitasa:
Hasonloképp az elébbiekhez:

n+1 n+1
e

n+z/ 1+ n+</11n+1n+1 ntl
n

ami megint mértani kozepnek foghaté fel.

&=
N
=
+
S|+
N~
3
Il
N —
N —

Ebbél:

Ugyanezen szamok szamtani kdzepe viszont

R R e SRR R I e

n+2 n+2
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Példa a hasznalatukra

Példa az egyenl6tlenségek alkalmazasara IV

Igy a szamtani-mértani egyenlétlenségbdl:

1 1\"
n+2/ — 1 - <1
\/4( +n> -
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Példa a hasznalatukra

Példa az egyenl6tlenségek alkalmazasara IV

Igy a szamtani-mértani egyenlétlenségbdl:

/1 1\"
n+2/ — 1 - <1
4< +n> -

tehat
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Példa a hasznalatukra

Az Euler-féle szam definiciéja

1 n
en:<1+n>

Bebizonyitottuk, hogy az

sorozat monoton nové és korlatos, tehat konvergens.
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Példa a hasznalatukra

Az Euler-féle szam definiciéja

1 n
e,,:(l—l—n)

sorozat monoton nové és korlatos, tehat konvergens.

Bebizonyitottuk, hogy az

Az e, Euler-féle sorozat hatarértékét e-nek nevezziik, tehat

1 n
lim <1 + ) =e
n—o00 n
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Példa a hasznalatukra

Az Euler-féle szam definiciéja

1 n
e,,:(l—l—n)

sorozat monoton nové és korlatos, tehat konvergens.

Bebizonyitottuk, hogy az

Az e, Euler-féle sorozat hatarértékét e-nek nevezziik, tehat

1 n
lim (1 + ) =e
n—o00 n

Az els6 néhany szamjegye:
e ~ 2.71828182845904523536028747135266249775724709

Hasonléan a m-hez, az e is irracionalis.
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Egyenl6tlenségek sorozatokra

Specialis rendér-elv

Allitas: Ha a, < b, minden n € N-re és a,,, b, sorozatnak van hatarértéke
akkor lim a, < lim b,. Ebb&| kdvetkezik a specialis rendér-elv és a

n—oo n—o0
rendér-elv.
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Egyenl6tlenségek sorozatokra

Specialis rendér-elv

Allitas: Ha a, < b, minden n € N-re és a,,, b, sorozatnak van hatarértéke
akkor lim a, < lim b,. Ebb&| kdvetkezik a specialis rendér-elv és a

n—oo n—o0
rendér-elv.

Bizonyitas: Indirekt.

Specialis rendér-elv: Ha a, < b, minden n € N-re és lim a, = +oo akkor

. n—oo
lim b, = +o00.
n—o0
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Egyenl6tlenségek sorozatokra

Specialis rendér-elv

Allitas: Ha a, < b, minden n € N-re és a,,, b, sorozatnak van hatarértéke
akkor lim a, < lim b,. Ebb&| kdvetkezik a specialis rendér-elv és a

n—oo n—o0
rendér-elv.

Bizonyitas: Indirekt.

Specialis rendér-elv: Ha a, < b, minden n € N-re és lim a, = +oo akkor

. n—oo

lim b, = +o00.

n—o0

Hasonléan, ha a, < b, Vn € N és lim b, = —oo akkor I|m ap = —00.

n—oo
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Egyenl6tlenségek sorozatokra

Specialis rendér-elv

Allitas: Ha a, < b, minden n € N-re és a,,, b, sorozatnak van hatarértéke
akkor lim a, < lim b,. Ebb&| kdvetkezik a specialis rendér-elv és a

n—oo n—o0
rendér-elv.

Bizonyitas: Indirekt.

Specialis rendér-elv: Ha a, < b, minden n € N-re és lim a, = +oo akkor

. n—oo
lim b, = +o00.
n—o0
Hasonléan, ha a, < b, Vn € N és lim b, = —oo akkor I|m ap = —00.

n—oo

Példa: Az a, = n? sorozatrdl tudjuk hogy a végtelenbe tart (kdnnyii hozza
kiiszobszamot adni) ekkor a b, = n! + n? is a végtelenbe tart hiszen
n? < n?+ nl.
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Egyenl6tlenségek sorozatokra

A rendér-elv

Rendér-elv: Ha ¢, sorozathoz létezik olyan a,, és b, sorozat melyre

an<ch<b,VneNés |lim a,=Aés lim b, = A, akkor lim ¢, = A.
n—oo n—oo n—o0
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Egyenl6tlenségek sorozatokra

A rendér-elv

Rendér-elv: Ha ¢, sorozathoz létezik olyan a,, és b, sorozat melyre

an<ch<b,VneNés |lim a,=Aés lim b, = A, akkor lim ¢, = A.
n—oo n—oo n—o0

n
Példa: ¢, = (‘;Zié) hatarértéke 0, mivel

o< (A1 (3 (3Y) Lo
n+5 n 7
Tehat itt a, =0, b, = (5)'7 és mindkét sorozat hatéarértéke 0. (biz.

7
késbb)

Ebbol kovetkezden (42:1)" — 0.
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Egyenl6tlenségek sorozatokra

Korlatos sorozatok szorzasa 0-hoz tarté sorozattal

Ha lim a, =0 és b, egy tetsz6leges korlatos sorozat, akkor a
n—o0
rendér-elvbél kovetkezik, hogy lim a,b, = 0. Ehhez az sem sziikséges,
n—00

hogy b, konvergens legyen.
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Egyenl6tlenségek sorozatokra

Korlatos sorozatok szorzasa 0-hoz tarté sorozattal

Ha lim a, =0 és b, egy tetsz6leges korlatos sorozat, akkor a

n—oo
rendér-elvbél kovetkezik, hogy ILm anb, = 0. Ehhez az sem sziikséges,
n—oo

hogy b, konvergens legyen.

. sinn :
Példa: lim = 0. Mivel
n—o0 n
-1 sinn 1
— < < -
n n n
, . ) ] . . sinn
ezért a renddr-elvbél kovetkezik, hogy lim =0.
n—o0 n
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Nagysagrendek

Definicié

Legyen lim a, = +o00 és lim b, = +o0. Azt mondjuk, hogy a, sokkal
n—oo n—oo i
gyorsabban tart plusz végtelenhez, mint b,, azaz b, < a,, ha

lim 22 = +o0 (vagy ezzel ekvivalens, hogy I|m Ia’" =0).
n—>+oo

Példa: n" > n! mivel

n"  n-n-...-n 1 N n"%+
n! 1-2-...-n ~~ n!
spec. renddr-elv

IV
>
—
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Nagysagrendek

Definicié

Legyen lim a, = +o00 és lim b, = +o0. Azt mondjuk, hogy a, sokkal
n—oo n—oo i
gyorsabban tart plusz végtelenhez, mint b,, azaz b, < a,, ha

lim 22 = +o0 (vagy ezzel ekvivalens, hogy I|m gn =0).
n—+oo b

Példa: n" > n! mivel

n" n-n-...-n n"

—=——>n-1...-1 — = 4+
n! 1.2-...-n~— !
spec. renddr-elv

A hét soran bebizonyitjuk, hogy
n" > nl>2">n>Inn
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Nagysagrendek

Definicié

Legyen lim a, = +o00 és lim b, = +o0. Azt mondjuk, hogy a, sokkal
n—oo n—oo i
gyorsabban tart plusz végtelenhez, mint b,, azaz b, < a,, ha

lim 22 = +o0 (vagy ezzel ekvivalens, hogy I|m gn =0).
n—+oo b

Példa: n" > n! mivel

n" n'n'...-n> 1 1 n"%+
—=——>n-1...- — 00
n! 1-2-...-n— I
spec. renddr-elv
A hét soran bebizonyitjuk, hogy
n">n>2">n>Inn

Altalanosan igaz, hogy ha a > 1, k > 0, akkor

n" > nl> 3" > n* > log, n
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Részsorozatok

Részsorozat

Legyen a, egy tetszbleges sorozat ny pedig egy szigori monoton
ndvekeds, pozitiv egészekbdl all6 sorozat (indexsorozat). Ekkor az aj,
sorozatot az a, sorozat részsorozatdnak nevezzik.
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Részsorozatok

Részsorozat

Legyen a, egy tetszbleges sorozat ny pedig egy szigori monoton
ndvekeds, pozitiv egészekbdl all6 sorozat (indexsorozat). Ekkor az aj,
sorozatot az a, sorozat részsorozatdnak nevezzik.

Példa: Az (—1)" paros indexii részsorozata a konstans 1 sorozat, a
paratlan indexii részsorozata a konstans —1.
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Részsorozatok

Részsorozat

Legyen a, egy tetszbleges sorozat ny pedig egy szigori monoton
ndvekeds, pozitiv egészekbdl all6 sorozat (indexsorozat). Ekkor az aj,
sorozatot az a, sorozat részsorozatdnak nevezzik.

Példa: Az (—1)" paros indexii részsorozata a konstans 1 sorozat, a

paratlan indexii részsorozata a konstans —1.

Ezt agy jeldljiik, hogy axx = 1, illetve apyy1 = —1.

Nagy Noémi Alapvetd egyenlGtlenségek, Részsorozat, N 2022/2023 §sz 15Y/428]



Részsorozatok

Konvergens sorozatok részsorozata

Allitas: Egy A-hoz tarté konvergens sorozat minden részsorozata is
konvergens, és a részsorozat hatarértéke is A.
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Részsorozatok

Konvergens sorozatok részsorozata

Allitas: Egy A-hoz tart6 konvergens sorozat minden részsorozata is
konvergens, és a részsorozat hatarértéke is A.

Ezt az allitast egyrészt hasznalhatjuk arra, hogy hatarértéket szamitsunk
ki. Masrészt viszont azt is lehet részsorozatok segitségével igazolni, hogy
egy sorozatnak nincsen hatarértéke.
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Részsorozatok

Konvergens sorozatok részsorozata

Allitas: Egy A-hoz tart6 konvergens sorozat minden részsorozata is
konvergens, és a részsorozat hatarértéke is A.

Ezt az allitast egyrészt hasznalhatjuk arra, hogy hatarértéket szamitsunk
ki. Masrészt viszont azt is lehet részsorozatok segitségével igazolni, hogy
egy sorozatnak nincsen hatarértéke.

_— 1
Példa: Tekintsilk a by = = sorozatot. Ez a (1) sorozat 3k? + 6

_ 3k24+6
indexsorozatl részsorozata, ezért by is 0-hoz tart.

Nagy Noémi Alapvetd egyenlGtlenségek, Részsorozat, N 2022/2023 §sz 16 /23



Részsorozatok

Konvergens sorozatok részsorozata

Allitas: Egy A-hoz tart6 konvergens sorozat minden részsorozata is
konvergens, és a részsorozat hatarértéke is A.

Ezt az allitast egyrészt hasznalhatjuk arra, hogy hatarértéket szamitsunk
ki. Masrészt viszont azt is lehet részsorozatok segitségével igazolni, hogy
egy sorozatnak nincsen hatarértéke.

Példa: Tekintsik a by =
_ “T3k2r6
indexsorozatl részsorozata, ezért by is 0-hoz tart.

Példa 2: Tekintsiik az cos (%) sorozatot, a, =0,—1,0,1,0,—1,...
Indirekt tegyiik fel, hogy konvergens, ekkor minden részsorozatanak
ugyanoda kéne tartania.

Viszont vegyiik észre, hogy asx_1 =0, agx = 1, aax_» = —1. Tehat

vannak részsorozatai kiilonb6z6 hatarértékekkel, igy nem lehet konvergens.

sorozatot. Ez a (1) sorozat 3k? + 6

Nagy Noémi Alapvetd egyenlGtlenségek, Részsorozat, N 2022/2023 §sz 16 /23



Részsorozatok

Végtelenhez tarté sorozatok részsorozata

Allitas 1: Ha a sorozat plusz végtelenbe tart, sorozat minden részsorozata
is a plusz végtelenbe tart.
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Részsorozatok

Végtelenhez tarté sorozatok részsorozata

Allitas 1: Ha a sorozat plusz végtelenbe tart, sorozat minden részsorozata
is a plusz végtelenbe tart.

Allitas 2: Ha egy monoton ndvé sorozat valamelyik részsorozata plusz
végtelenhez tart, akkor az eredeti sorozat is plusz végtelenhez tart.
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Részsorozatok

Végtelenhez tarté sorozatok részsorozata

Allitas 1: Ha a sorozat plusz végtelenbe tart, sorozat minden részsorozata
is a plusz végtelenbe tart.

Allitas 2: Ha egy monoton ndvé sorozat valamelyik részsorozata plusz
végtelenhez tart, akkor az eredeti sorozat is plusz végtelenhez tart.

Ezen allitas felhasznalasaval elég egy részsorozat hatarértékét kiszamolni,
ha tudjuk, hogy az eredeti sorozat monoton.
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Részsorozatok

Végtelenhez tarté sorozatok részsorozata

Allitas 1: Ha a sorozat plusz végtelenbe tart, sorozat minden részsorozata
is a plusz végtelenbe tart.

Allitas 2: Ha egy monoton ndvé sorozat valamelyik részsorozata plusz
végtelenhez tart, akkor az eredeti sorozat is plusz végtelenhez tart.

Ezen allitas felhasznalasaval elég egy részsorozat hatarértékét kiszamolni,
ha tudjuk, hogy az eredeti sorozat monoton.

_n_

Példa: Bizonyitsuk be, hogy Ii_)m - = +oo! (Megj.: a sorozat n = 2-t6l
n—oo

értelmezett csak, elsé tagja legyen mondjuk 1).
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A példa bizonyitasa

El6szor megmutatjuk, hogy a, = |n("n++11) > -t

kell igazolnunk. Ekvivalens atalakitasokat fogunk végezni.

monoton ng, azaz

n+1 n

L SO
In(n4+1) ~ Inn
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A példa bizonyitasa

n__¢

Inn

P . L 1
El6szor megmutatjuk, hogy a, = - monoton né, azaz |n€;r+1) >

kell igazolnunk. Ekvivalens atalakitasokat fogunk végezni.

n+1 n

>
In(n4+1) ~ Inn
Szorozzunk be a (nemnegativ) nevezdkkel:

(n+1)Inn>nin(n+1)
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A példa bizonyitasa

n__¢

Inn

El6szor megmutatjuk, hogy a, = - monoton né, azaz |n€;r+11) >

kell igazolnunk. Ekvivalens atalakitasokat fogunk végezni.

n+1 n
WD)
Szorozzunk be a (nemnegativ) nevezdkkel:

(n+1)Inn>nin(n+1)
A logaritmus azonossagat felhasznalva:

In(n"™1) > In((n+ 1))
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A példa bizonyitasa

n__¢

Inn

El6szor megmutatjuk, hogy a, = - monoton né, azaz In?l;:ll) >

kell igazolnunk. Ekvivalens atalakitasokat fogunk végezni.

n+1 n
WD % o
Szorozzunk be a (nemnegativ) nevezdkkel:

(n+1)Inn>nin(n+1)
A logaritmus azonossagat felhasznalva:
In(n"™1) > In((n+ 1))

Mivel a In fiiggvény szigori monoton né, igy

™ > (n+1)"
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A példa bizonyitasanak folytatasa

Osszuk le mindkét oldalt n"-el:

n n
(5~
n n

Tudjuk, hogy az Euler-sorozat felsé korlatja 4 igy, igy a 4. tagtdl kezdve
biztosan igaz a monotonitas.
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Részsorozatok

A példa bizonyitasanak folytatasa

Osszuk le mindkét oldalt n"-el:

n n
n2<n+1) _<1+1>
n n

Tudjuk, hogy az Euler-sorozat felsé korlatja 4 igy, igy a 4. tagtdl kezdve
biztosan igaz a monotonitas.

Masrészt a 2 indexi részsorozat végtelenbe tart, hiszen:

ok 1 2k
a = = — « —
7@K T 2k’

2k
és ~- — +oo (lasd gyak.), igy 15 — +o.

Nagy Noémi AlapvetS egyenlGtlenségek, Részsorozat, N 2022/2023 §sz 19/23



A példa bizonyitasanak folytatasa

Osszuk le mindkét oldalt n"-el:

n n
(543
n n

Tudjuk, hogy az Euler-sorozat felsé korlatja 4 igy, igy a 4. tagtdl kezdve

biztosan igaz a monotonitas.

Masrészt a 2 indexi részsorozat végtelenbe tart, hiszen:

ok 1 ok
Dk =101 T s L
2k In(2k)  In2 Kk’
2k
és - — oo (lasd gyak.), igy ;= +oc.

Ezzel bebizonyitottuk, hogy n > Inn.
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Nevezetes hatarértékek

Nevezetes hatarértékek - Euler-féle sorozat

. . n+1\N - 1\
Euler-féle sorozat lim. ()" = Jim_ (1+1)"=e
Azt mar lattuk, hogy e, = (1 + )" korlatos és monoton ng, azaz van
hatarértéke, és a hatarértékét e-nek jeldljiik. Vegyiik észre, hogy a (2t1)"

sorozat a (1 + %)n sorozat masik alakja!
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Nevezetes hatarértékek

Nevezetes hatarértékek - Euler-féle sorozat

, . n . n
Euler-féle sorozat lim (Zt1)" = lim (1+1)"=e
n—o00 n n—o00 n

Azt mar lattuk, hogy e, = (1 + )" korlatos és monoton ng, azaz van

s . - " Pt L1 - o anpres .- . n+1 n
hatarértéke, és a hnatarerteket e-nek jeldljiik. Vegyiik észre, hogy a (2t1)
sorozat a (1 + %) sorozat masik alakja!

Ha x tetsz6leges valds szam, akkor lim (1 + %)n = e
n—o0

Ennek bizonyitdsa meglehet8sen hosszadalmas. El8szor egész, majd
racionalis szamokra lehet belatni (részsorozatok felhasznalasaval), aztan a
racionalis szamokkal kell kézeliteni az irracionalis szamokat.
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Nevezetes hatarértékek

Nevezetes hatarértékek - Exponencialis sorozat

Ha a > 1 valés konstans, akkor lim a" = 40
n—oo

Ennek igazolasahoz irjuk fel a-t 1 + r alakban. Mivel a > 1, igy r > 0.

Innen a Bernoulli egyenlétlenség miatt:
(I+r)">1+4r-n,

ami a specialis rend6relv miatt plusz végtelenhez tart, igy a" is.
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Nevezetes hatarértékek

Nevezetes hatarértékek - Exponencialis sorozat

Ha a > 1 valés konstans, akkor lim a" = 40
n—oo

Ennek igazolasahoz irjuk fel a-t 1 + r alakban. Mivel a > 1, igy r > 0.
Innen a Bernoulli egyenlétlenség miatt:

(I+r)">1+4r-n,

ami a specialis rend6relv miatt plusz végtelenhez tart, igy a" is.

Ha |a| < 1 valds konstans, akkor lim a" =0
n—o0

Az a = 0 eset trivialitds. Legyen b = ﬁ (a#0). Mivel 0 < |a] < 1, igy
b > 1, azaz b = 1 + r valamilyen pozitiv r-el. Ismét Bernoulli-val:

1 1 1 1 11
0< == < <11l
b (1+r)" “1+nr rm rn

tehat az 1/b" = |a|" sorozat a rend6r-elv miatt nulldhoz tart.
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Nevezetes hatarértékek

Nevezetes hatarértékek - Exponencialis sorozat |l

Mivel —|a|” < a" < |a|", igy a rendér-elvbd| kovetkezik, hogy a” — 0.
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Nevezetes hatarértékek

Nevezetes hatarértékek - Exponencialis sorozat |l

Mivel —|a|” < a" < |a|", igy a rendér-elvbd| kovetkezik, hogy a” — 0.

Ha a < —1 valés konstans, akkor nem létezik lim a”.
n—o0

Hiszen ekkor a sorozatnak van +o00-hez és —oo-hez tarté részsorozata is.
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Nevezetes hatarértékek

Nevezetes hatarértékek - Exponencialis sorozat |l

Mivel —|a|” < a" < |a|", igy a rendér-elvbd| kovetkezik, hogy a” — 0.

Ha a < —1 valés konstans, akkor nem létezik lim a”.
n—o0

Hiszen ekkor a sorozatnak van +o00-hez és —oo-hez tarté részsorozata is.

Ha a # 1, a > —1 val6s konstans és k € 7Z, akkor

lim nka" = lim a" = { 0, halal <1

n— 00 n—o00 400, haa>1

Ezt az allitast nem bizonyitjuk. Megjegyezziik, hogy az n* és az a"
sorozat szorzatanak hatarértéke teljes mértékben a masodiktdl fiigg.
Ekkor azt mondjuk, hogy az exponencialis sorozat dominalja a masikat.

k
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Nevezetes hatarértékek

Nevezetes hatarértékek - n-edik gyok

lim /n=1
nﬁoo . - e , e - r P Z\l:
A szamtani-mértani kozép kozti egyenlétlenséget hasznaljuk az

Vn,\/n,1,...,1 6sszesen n darab szamra.
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Nevezetes hatarértékek

Nevezetes hatarértékek - n-edik gyok

lim /n=1

n—o0

A szamtani-mértani kozép kozti egyenlétlenséget hasznaljuk az
Vn,\/n,1,...,1 6sszesen n darab szamra.

Mértani kézepiik: /n.

Szamtani kdzepiik: W
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Nevezetes hatarértékek

Nevezetes hatarértékek - n-edik gyok

lim /n=1

n—o0

A szamtani-mértani kozép kozti egyenlétlenséget hasznaljuk az
Vn,\/n,1,...,1 6sszesen n darab szamra.

Mértani kézepiik: /n.

Szamtani kdzepiik: W

Innen:

<l+ —.

Vvn
Igy az v/n sorozatot alulrél-feliilrél becsiilhetjiik egy-egy 1-hez tarté
sorozattal, azaz a rendér-elvbdl kdvetkezik az allitas.

1:\"f1<\%<ﬁ+ﬁ+n_2 2
- - n

Nagy Noémi Alapvetd egyenlGtlenségek, Részsorozat, N 2022/2023 §sz 23/23



Nevezetes hatarértékek

Nevezetes hatarértékek - n-edik gyok

lim /n=1

n—o0
A szamtani-mértani kozép kozti egyenlétlenséget hasznaljuk az

Vn,\/n,1,...,1 6sszesen n darab szamra.
Mértani kézepiik: /n.

Szamtani kdzepiik: W

Innen:

<l+—.

Vvn

Igy az v/n sorozatot alulrél-feliilrél becsiilhetjiik egy-egy 1-hez tarté
sorozattal, azaz a rendér-elvbdl kdvetkezik az allitas.

m /p =1 (Nem bizonyitjuk.)

li
n—o0

1:\"f1<\%<ﬁ+ﬁ+n_2 2
- - n

Legyen p tetszbleges pozitiv valds szam,
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